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1 For att skriva uttryck

1.1 Definiera variabler och funktioner

Sage vet att x &r en variabel i matematiska sammanhang men 6vriga variabler
behover definieras som variabler for att Sage ska tolka dem rétt.

Funktioner dér det definierande uttrycket ar kéint definieras som vanligt i ma-
tematik, alltsd exempelvis f(x) = 3*x + 5. Ibland behdver dock en funktion
med oként uttryck definieras, som till exempel fére 16sning av differentialfunk-
tioner.

var("text") Funktionen anvinds for att definiera nya variabler. Det som ska
representera variabeln skrivs inom citationstecken (enkla eller dubbla spelar
ingen roll). Exempelvis definierar var("y") y som en variabel som sedan kan
anvindas i matematiska uttryck och berdkningar. (Om definitionen gor med en
tilldelning: y=var ("y") blir det ingen utskrift i resultatet av variabeldefinitio-
nen.)

Sage utgar fran att variabeln &r ett komplext tal om inget annat anges. For
att bestdmma doménen for variabeln anges detta med var ("namn", domain=
"dom&n"). Ex: var("y", domain="real") anger att y &r ett reellt tal. Mojliga
doméner dr: complex, real, positive eller integer.

function("namn")(var) For att ange nya funktioner med oként uttryck an-
vinds fnk = function("namn") (var). Exempelvis {or att ange y(x) skrivs y=
function("y") (x).

1.1.1 Vektorer

En tvadimensionell vektor v definieras med v=vector([x,y]) dir x och y
ar komposanterna. Skaldrmultiplikation av tva vektorer u och v gors genom
u.dot_product(v).



1.2 = och ==

Sage anvinder vanliga = som tilldelningstecken. (Detta férekommer i manga
programmeringssprak.) Alltsd betyder g=10 att variabeln g tilldelas vérdet 10.
For matematisk ekvivalens anvinds == , sa ekvationen bx + 3 = 28 skrivs i
Sage 5xx+3==28. De bada kan kombineras pa en rad:

ekv=b*x+3==28
Ovanstaende tilldelar variabeln ekv ekvationen 5x+43=28. Notera att variabeln
kommer att innehélla hela ekvationen!

1.3 Funktioner, operatorer med mer

Nedan listas hur nagra vanliga matematiska funktioner, operationer och andra
symboler skrivs i Sage.! Notera att Sage skiljer pa stor och liten bokstav och
att vinklar anges i radianer.

sinzx ... sin(x) ... f: f(x)dx integral(f(x), x, a, b)
arcsinz ... | asin(x) ... | f(x)dx integral (f(x), x)
V(@) sqrt(x) Sony f(k)dz | sum(f(k), k, 1, n)
xY X"y n  (mod m) | mod(n, m)
lgx log(x, 10) sgd(n,m) ged(n,m)
Inz log(x) mgm(n,m) | lem(n,m)
n! factorial(n) () binomial(n.k)
1 (x) diff(f(x), x) ™ pi
f™(x) diff(f(x), x, n) x - 10" xen (ex: e-3)
e e i I eller i
00 00 || abs(x)

1.3.1 Komplexa tal

Komplexa tal kan anges i rektangulér form, (a+bI), polér form eller exponenti-
ell. Nedan foljer nagra vanliga matematiska operationer med komplexa tal och
hur de skrivs i Sage.

Re(z) | real(z) Im(z) | imag(z)
2| abs(z) arg(z) | arg(z)
z conjugate(z) |z|* | norm(z)

1.3.2 Begrinsa variabelintervall

For att berénsa intervallet for en variabel kan assume () anvidndas. I nedanstéa-
ende exempel berénsas k till —1 < k < 1 for att finna den geometriska summan
da n — oo.

var("a, k, n")

assume (abs (k)<1)

sum(a*k™n, n, 0, o0o0)

IManga funktioner kan skrivas pé flera sitt. Har anges ett.



1.3.3 Ange virden pa konstanter i funktioner

Numeriska virden pa konstanter i funktioner kan anges enligt féljande exempel:
var ("k,m")
y=cos (sqrt (k/m) *x)
plot(y(k=2, m=1), x, (0, 2%pi))

2 Losa ekvationer och gora berakningar

Enkla berdkningar av typen 125 - 456 eller f03(x2 — 5)dx gbrs genom att skriva
in uttrycket i berikningsrutan och klicka pa4 Run (eller Evaluate). For 16sning
av olika ekvationer finns speciella funktioner.

Sage arbetar med symbolisk algebra. Det betyder att uttryck, resultat av
berdkningar med mer hanteras som matematisk text. Det skiljer Sage fran mi-
nirdknare som normalt endast hanterar virden fran berdkningar. Resultat som
kan skrivas exakt kommer att presenteras exakt. Ex:

n(uttryck) Funktionen ger det numeriska resultatet av en berdkning. Med
n(sin(pi/3)) fas resultatet 0.866025403784439. Antal virdesiffror kan anges
med n(vdrde, digits=antal). Ex: n(pi, digits=100) ger m med 100 siffror.

2.1 Finna l6sningar till ekvationer

Funktionen solve(ekv, x) anviinds for vanliga algebraiska ekvationslésningar.
I solve() anges ekvationen som ska 16sas och {or vilken variabel. Ex: solve (5%x+3
== 28, x) ger resultatet [ x == 5]. (Notera att resultatet &r hela uttrycket
x==5.)

Ibland ger standardinstdllningarna av solve() inte de resultat som férvin-
tas. Till exempel ger anvindning av solve(sin(2*x)==1/2, x) endast en av
l6sningarna, némligen 7/12. For att fa alla 16sningar till ekvationen méaste solve
instrueras att anvéinda en annan l6sningsmotor &n standardmotorn. Det gors
med argumentet to_poly_solve =’force’.?2 Kommandot blir da

solve(sin(2*x)==1/2, x, to_poly_solve=’force’).
Vilket ger resultatet:

[x == 1/12%pi + pi*z37, x == 5/12%pi + pi*z39]
dér z37 och z39 ar okinda heltal.

2Notera att poly _solve ofta ir betydligt langsammare &n standardmetoden samt ger nagot
annorlunda formulerade resultat.




2.2 Arbeta med uttryck

expand(uttyck) Funktionen skriver om faktoriserade uttryck som termer sé
langt det gar. Ex: expand(x~3*(5+x)) ger x* + 523. Funktionen &r #ven an-
vandbar for att snygga till 16sningar till ekvationer eller differentialekvationer.

factor(uttryck) Funktionen faktoriserar uttryck sa langt det gar. Exempelvis
factor (x~2+2%x+1 ger (z + 1)2.

divisors(uttryck) Funktionen finner alla delare till uttrycket. Fungerar bade
for tal och polynom.

limit(uttryck, var=limit) Funktionen finner griansvirdet da var — limit.
Ex: 1imit (3*x/(x+5), x=00) ger resultatet 3.

2.2.1 Numeriskt bestdmma rétter och integraler

find root(f(x), xmin, xmax) Funktionen finner roten f(z) =0 i ett inter-
vall Zpin < T < Tymae Mmed numerisk metod.

numerical _integral(f(x), a, b) En numerisk 16sning av integraler gors och
resultatet ges som ett virde och ett berdknat fel.

2.3 Losning av differentialfunktioner

For symbolisk 16sning av differentialekvationer anvinds desolve(ekv, funk,
randvillkor). Funktionen kan anvdndas med och utan randvillkor. Se exempel
nedan. Notera att y maste deklareras som en funktion av x fore 16sning av
ekvationerna, se ovan.
Utan randvillkor:

desolve(diff (y,x)+y==0, y)
Med randvillkoret y(0) = 4:

desolve(diff (y,x)+y==0, y, [0,4])
Med randvillkoren y(2) = 3 och ¢/(2) = 4:

desolve(diff (y,x,2)+diff (y,x)+y==0, y, [2,3,4])
Om differentialfunktionen innehéller konstanter som inte ar tal behdver dven
den oberoende variabeln anges med argumentet ivar. Ex:

desolve(diff (U,t)+k*U==0, U, ivar=t)

2.3.1 Numerisk 16sning av differentialekvationer

Det finns flertalet numeriska metoder att vélja pa for 16sning av differentialekva-
tioner. For forsta ordningens differentialekvation anvéinds ofta Runge-Kutta me-
toden. Foljande funktion 16ser en differentialekvation med Runge-Kutta3:

3Det finns fler argument som kan anviindas &n de som presenteras hir. Se dokumentationen
for Sage



desolve_rk4(de, y, [x0,y0], end_points= xslut, output= ut)

de — differentialekvationen

y — funktionen som ekvationen ska l6sas for

[x0,y0] — startvirdena yo = y(zo)

xslut — stoppvérdet for x. Losningen ges for intervallet xq till xgp,¢

ut — Anger hur resultatet ska presenteras: "plot" skapar en graf, "list" en
lista med koordinater och "slope field" visar kurvan i ett riktningsfalt.

Exempel:

desolve_rk4(diff (y,x)==sqrt(y),y,[0,1],end_points=4, output="plot")
Ovanstéene ritar graf 6ver 16sningen till y' = sqri(y) da y(0) = 1 i intervallet
x=0 till x=4.

3 For att arbeta med statistik och kombinatorik

Sage sparar data i listor. Listor &r kommaseparerade element inom hakparente-
ser. Ex: res=[1,3,5,7] lagrar listan med 1, 3, 5, 7 i variabeln res. (Elementen i
listan kan i sin tur vara vektorer eller listor.) Elementen i en lista &r numrerade
fran och med 0 s res[1]=3. Nagra vanliga statistikoperationer pa listor r:

mean(lista) Funktionen beridknar aritmetiska medelvirdet av elementen i lis-
tan.

median(lista) Funktionen berdknar medianen av elementen i listan.

std(1), variance(l) Funktionerna beridknar standardavvikelsen respektive va-
riansen i listan 1.

min(l), max(l) Funktionerna finner minsta respektive storsta virdet i listan

3.1 Slumptal

random() Funktionen genererar ett slumptal i intervallet 0 till 1.

randint(a, b) Funktionen genererar ett slumpat heltal i intervallet a till och
med b.

shuffle(lista) Funktionen blandar elementen i listan.

3.2 Kombinatorik

Forutom berdkningar av fakultet och binomialkoefficienter, se ovan, finns flera
andra verktyg for kombinatorik. Utifran en lista kan till exmpel féljande objekt
skapas:



Arrangements(lista, k) Objektet innehéller alla ordnade urval (permuta-
tioner) som kan goras med k element ur listan.

Combiations(lista, k) Objektet innehaller alla oordnade urval (kombinatio-
ner) som kan goras med k element ur listan.

Tuples(lista, k) Objektet innehéaller alla ordnade urval som kan géras av k
element ur listan da upprepning av ett element &r tillatet.

UnorderedTuples(lista, k) Objektet innehaller alla oordnade urval som
kan goras av k element ur listan d& upprepning av ett element &r tillatet.

For att visa innehallet i nagot av ovanstaende element anvénds metoden 1ist ().
Ex: Combinations([1, 2, 3],2).1list() ger resultatet:

[f1, 21, [1, 31, [2, 3]]

For att visa antalet element nagot av ovanstaende element anvinds me-
toden cardinality(). Ex: Combinations([1, 2, 3],2).cardinality() ger
resultatet 3.

Ett element kan véljas i nagot av ovanstaende objekt pa samma sédtt som
i andra listor med [n]. Ex: Combinations([1, 2, 31,2) [2] ger resultatet [2,
3].

3.3 Anpassa en linje eller kurva

Data fran till exempel en métning kan hanteras i form av en lista punkter
som data=[[x0, y0], [x1, y1l, ..., [xn, ynl]. En matematisk modell,
till exempel en linje, kan &ven anpassas till datan. Se nedastaende exempel pa
anpassning och plottning av data och regressionslinje:

data = [[0, 7.1]1, [1, 5.2], [2, 2.9], [3, 1.05]1, [4, -0.9]]

var("a b")

model (x) = a*x+b

fit=find_fit(data,model)

scatter_plot(data)+plot(model.subs(fit), (x,0,5))
Pasista raden plottas punkterna och den anpassade linjen i en graf (se mer
om detta nedan). Med model.subs(fit) substitueras a och b i model med
resultatet fran anpassningen som finns lagrad i variabeln fit.

3.4 Lasa data fran en fil

Sage kan lisa in en lista fran textfiler, till exempel CSV-formaterade filer®.
Nedastaende kommandon ldser in data fran test.csv som som finns i samma
katalog som Sage-filen och lagrar den inldsta datan i variabeln data.

import csv

4CSV star for kommaseparerade variabler dir variabler star i tabellform med komma (eller
annat separationstecken) mellan varje kolumn.



data=1list( csv.reader(open(’test.csv’,’rU’)) )

4 For att skriva text och skapa snygga resultat

4.1 Prydligare matematik

show() Funktionen show() anviinds for att fa resultatet presenterat formaterat
med BTEX. Exempelvis show (5*x+3==28) ger resultatet:

or +3=28

# Bradgard inleder en kommentar i berdkningsrutor. Ex:
# Detta &r en kommentar

print() For att skriva texter i resultatet kan funktionen print() anvindas.
Texten som ska skrivas ut anges inom citationstecken. Ex: print("Maxmala
vdrdet:") ger en rad i resultatet med texten Maximala vérdet:.

4.2 Textrutor

For att skapa en ny textruta anvinds Shift+Click pa en inmatningsrad. For att
redigera en tidigare skriven text anvinds dubbelklick. Textrutor inleds alltid
med %html pé forsta raden sé 1at detta std kvar. (En textruta kan ocksa skapas
genom att skriva %html ensamt pé forsta raden i inmatningsrutan.)

I textrutor anvinds HTML-kod for formatering. Ex: <br> for en radbrytning
och ett stycke skrivs mellan <p> och <
p>. For att skriva snygg matematik anvinds formatering med KTEX. Lis mer
om matematik i ANTEXhér: https://en.wikibooks.org/wiki/LaTeX /Mathematics

5 Om att rita grafer

Sage har manga olika funktioner for grafritning. Har ar ett litet urval.

5.1 Rita funktioner

Vanliga funktionsgrafer ritas med funktionen plot (). Det finns manga olika sétt
att ange hur grafen ska ritas. Har dr nagra exempel.
Ritar funktionen f(x) for —5 <z < 5:
plot(f(x), -5, 5)
Ritar funktionen f(x) for —5 < x < 5 med réd kurva:
plot(f(x), -5, 5, color="red")
Ritar funktionen f(x) for —5 < z < 5 med streckad kurva:
plot(f(x), -5, 5, linestyle= "--")
Ritar funktionen f(x) for —5 < & < 5 med fasta granser for y-axeln —5 <y < 5:
plot(f(x), zmin=-5, xmax=5, ymin=-5, ymax=5)



Ritar funktionen f(x) for —5 < z < 5 med tatt rutnét:
plot(f(x), -5, 5, gridlines="minor")

Flera funktioner kan kombineras i en graf genom att addera plotfunktioner. Till
exempel ritar denna funktionen och dess derivata i samma graf:
plot(f(x),-2,2, color="blue")+plot(diff(f(x)),-2,2, color="red")

5.2 Rita vektorer, punkter mm

Vektorer ritas med funktionen plot(vektor). Vektorer ritas da med utgangs-
pukt i origo. For att rita vektorer med en annan utganspunkt &n origo anvinds
plot(vektor2), start=startvektor. Till exempel kan tva vektorer v och u
ritas efter varandra med:

plot(v)+plot(u, start=v)

arrow() Funktionen arrow((xstart, ystart), (xslut, yslut)) ritar en
pil i ett koordinatsystem. Liksom plot() gar arrow() att addera med andra
grafritningskommandon.

point() Funktionen arrow((x,y)) ritar en punkt i ett koordinatsystem. Ex:
point ((1,2), color="red") ger en rod punkt i x=1 och y=2. Aven point ()
att adderas med andra grafritningskommandon.

text() Text kan skrivas i en graf med text ("text", (x,y))

5.3 Plotta data
5.3.1 Endimensionell lista

Ett histogram &ver en lista med data kan plottas med histogram(lista, bins=n,
range=[min, max]). Se nedanstidende exempel:
histogram([1.5, 2.2, 3.3, 3.0, 4.2], bins=5, range=[0,5])

5.3.2 Lista med punkter

For att plotta datapunkter lagrade i en lista med x- och y-koordinater kan
antingen scatter_plot(lista) anvindas som ger mojlighet att med ytterligare
argument dven definiera punkternas utseende.

Alternativt kan list_plot(lista) anvindas. Ett linjediagram kan ritas
med list_plot(lista, plotjoined=True).

5.4 3D-grafer
5.4.1 Rita rotationskroppar

Rotationskroppar kan ritas med i en 3D-graf med kommandot
revolution_plot3d(f(x), (x,xmin,xmax), parallel_axis="axel").



Rotationsaxeln anges som x, y eller z. For att dven se funktionen f(x) anvinds
argumentet show_curve=True. Exempelvis visar nedanstaende kurvan fér \/(m)
och rotationskroppen roterad kring x-axeln:

revolution_plot3d(sqrt(x), (x,0,2), parallel_axis="x", show_curve=True)

6 Hantera objekt och installningar

6.1 Metoder for hantering av uttryck
6.1.1 Att fa ut talet fran resultat av typ [x==12]

Resultatet [x==12] ar bokstavligen hela x==12 inte bara talet 12. For att kom-
ma &t sjilva talet anvinds metoden rhs(), rhs &r férkortning f6r right hand side.
Notera att rhs() fr en metod® och skrivs .rhs() efter det resultat diir hogersidan
ska extraheras. Exempel:

res=solve (x+5==0, x)

res[0] .rhs () *4
Ovanstéende ger resultatet -20. Resultaten, i detta fall ett, lagras i res som en
lista, res[0] innehéller den forsta losningen i listan av 16sningar (alltsd x== -5)
och .rhs() extraherar talet -5 vilket multipliceras med 4.

For att fa ut vinsterledet ur en ekvivalens (==) anviinds p& samma sétt
.1hs ().

6.1.2 Substituering av variabler vid symbolisk beridkning

Metoden substitute() anvénds for att byta ut en variabel mot en annan eller
mot ett uttryck. Ex: (x+5==0) .substitute(x=sin(x)) ger resultatet sinz +
5=0.

6.2 Installningar

Det gar att med olika kommandon féréndra hur Sage arbetar. Dessa kommandon
kan till exempel koras 1 borjan av en arbetsbok for att stélla in arbetsséttet vid
de f6ljande berdkningarna.

6.2.1 Symbolisk integration av %

Integralen av % ar In|z|. Dock ger Sage, liksom ménga andra matematikpro-
gram, svaret log(x) vid denna integration, att det ska vara absolutvirdet 1am-
nas till anvindaren att forstd. Dock finns det en instdllning fér att fa svaret
inklusive absolutvirdesfunktionen. Kommandot &dr maxima_calculus.eval("
logabs:true").

5Fér att vara riktigt korrekt #ir de flesta funktioner som namnts hiir metoder och kan skrivas
med punkt efter objekt men for dig som anvindare &r det viktiga att tex. rhs() endast fungerar
for att fa ut hogersidan pa resultat och maste skrivas efter resultatobjektet med .rhs()



